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ANALIZA SPADKÓW CIŚNIENIA W PRZEPŁYWIE ŚRODKA 
SMARNEGO MODELOWANEGO PŁYNEM BINGHAMA  

W ŁOŻYSKU KULISTYM 
 
 
WPROWADZENIE  

Projektowanie procesów zachodzących w ruchomym styku ciał stałych jest 
uzależnione od znajomości występujących zjawisk oraz przepływu medium smarnego 
w kanałach pomiędzy współpracującymi powierzchniami. Kanały te w ogólności mogą 
być modelowane jako kanały ograniczone krzywoliniowymi powierzchniami. 
Szczególnym przypadkiem takich kanałów są kanały kuliste. Kanały takie są często 
spotykane w budowie maszyn np. w układach smarowania, w których jednym 
z istotniejszych zagadnień jest określenie strat ciśnienia. 

Nowoczesne środki smarne są produkowane na bazie olei mineralnych 
i syntetycznych lub ich mieszanin tzw. półsyntetyki. Takie środki smarne bywają często 
mieszaniną cząsteczek mineralnych z ciekłym polimerem.  

Przepływ takiej mieszaniny może być z powodzeniem modelowany jako przepływ 
płynu lepkoplastycznego [1,2]. Aby opisać reologiczne zachowanie się takich płynów 
można posłużyć się nieliniowym modelem Shulmana: 
 
 ( ) n1m1

0
m1 /// γµ+τ=τ &  (1) 

 
gdzie: τ  - naprężenie ścinające, 0τ  - naprężenie płynięcia, µ  - współczynnik 
plastycznej lepkości, n  oraz m  - wskaźniki nieliniowości, γ&  - prędkość ścinania. 
Przez uproszczenie współczynników w równaniu Shulmana otrzymujemy bardziej 
proste modele opisujące przepływ płynu lepkoplastycznego; np. takich jak: Bingham 
( 1nm == ); Newton: ( 01nm 0 =τ== , ). 
 
PRZEPŁYW W KANALE KULISTYM – ROZWIĄZANIE DLA PŁYNU 
BINGHAMA 

Rozpatrzmy przepływ między współśrodkowymi powierzchniami kulistymi (stała 
grubość szczeliny), którego konfiguracja przedstawiona jest na rys.1. 
Zakładając, że grubość szczeliny jest mała oraz pomijając wpływ sił masowych 
możemy dokonać oszacowań równań ruchu: 
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tutaj S  jest funkcją znaku: 
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( ) ϕ= sinsRxR  
( ) oso RxR ϕ= sin  
( ) isi RxR ϕ= sin  

consth =  

sR
x

=ϕ ,    ϕ= sRx  

ϕ= dRdx s  

 
Rys.1. Szczelina między współśrodkowymi powierzchniami kulistymi. 

 
Rozwiązując powyższy układ równań ruchu dla środka smarnego modelowanego 
płynem Binghama możemy określić rozkład ciśnienia w szczelinie łożyska. Analityczne 
rozwiązania  tego układu równań istnieją tylko dla dużych ( )5K ≥  oraz dla małych 
( )2105K −×≤  liczb de Saint-Venanta K : 
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 Zgodnie z rozważaniami przeprowadzonymi w pracach [5,6,7,8,9] otrzymujemy 
pomocnicze funkcje: 
• dla małych K  (duży rdzeń przepływu): 
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tutaj 
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• dla dużych K  (mały rdzeń przepływu): 
 

 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕτ

−ϕ
τ

−=ϕ
2h

K3R
h2

3S 3
H0

s
0

2 tgln , (6) 

 

 ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ϕ
+ϕ

µ
ρτ

−=ϕ 222
s

2
Hs

2
2

2
0

2 hR
1K72Rh

120
T

sin
sinln  (7) 

 
Bezwymiarowy rozkład ciśnienia w szczelinie z pominięciem bezwładności dany jest 
wzorem: 
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gdzie 21l ,=  oraz 
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tutaj 
 

( )ilil xSS = ; 
 
natomiast po uwzględnieniu bezwładności będzie: 
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gdzie: 
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tutaj 
 

( )ilil xTT = ; 
 
ciśnienie określone wzorem (9) jest ciśnieniem w przybliżeniu Reynoldsa. 
 
Dla 1l =  równania (8-11) dotyczą dużego rdzenia przepływu (małe K ); natomiast dla 

2l =  przepływu z małym rdzeniem (duże K ). 
Dokonując doboru parametrów materiałowych i przepływowych a następnie 
przeprowadzając obliczenia (przyjmując do obliczeń dla płynu Binghama 1nm == , 

00 =τ ) otrzymano wyniki, które zostaną zestawione w tabeli, a następnie na ich 
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podstawie będą sporządzone wykresy bezwymiarowego rozkładu ciśnienia dla zadanej 
konfiguracji. 
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THE ANALYSIS OF PRESSURE DROPS IN THE FLOW  
OF A LUBRICANT MODELED WITH THE OSTWALD DE 

WAELE FLUID IN A SPHERICAL BEARING 
 
 
Abstract: The paper contains the analysis of a lubricant flow in the slot of a spherical bearing. The 
spherical bearing is a special case of bearing frequently used in machine design. To describe the lubricant 
behaviour a model of viscoplastic fluid was used and the obtained results were illustrated with an 
example of the Ostwald de Waele fluid. Expressions for the pressure drops for different values of the 
power-law coefficient are given. The results are illustrated numerically in a table and graphically in 
figures. 
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